INTEGRAL INDEFINIDA

Daremos el nombre de funcion primitivade lafuncion f(x) en e intervalo (a,b) atodafuncion real devariablereal F(x), derivable, tal
que paratodos los puntos del intervalo (a,b) verifique F'(x) = f(x).

No se excluye que unafuncién f(x) tenga mas de una primitiva puesto que ( F(x) + C)' = F(x) = f(x), por lo tanto tenemos que F(X)
+ C estambién primitivade f(x) U C constante.

Al conjunto de funciones primitivas de f(x) le llamaremosintegral indefinidade f(x), designado por t(x)d

Dada una primitiva cualquiera de unafuncién f(x), que denotaremos por F(x), podemosescribir  1(x)a =Fx)+C

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Si Fy G sondos primitivasdef entoncesF - G esunaconstantey viceversa
(F-G) ()= F(X) -G (x) =f(x) - f(x) =0<->HXx) - G(x) = cte <-->
(F-G) x)=cte<—>F-G=C

Irn[f(x)%g(x)]dx - lr“f(x)dx% mg(x)dx

Sean f(x)d =Fx)+K | Fe=f() vy _9(x)dx =) +H ]| Gx=9x

lf(x)dx % mg(x)d, =FX)+K+GX)+H =
FX)+GX)+(K+H) = F(x)+G(x) +C =

F+G+C
con lo que comprobamos que es una primitivade F + G en conclusion

m[f(x)%g(x)]dx - mf(x)dx % mg(x)dx

k f dx = k f d
kPG dx Tk f(x)dx
Lademostracion es andlogaalaanterior.

INTEGRAL DEFINIDA

Si conocemos la ecuacion de unacurvay = f(x) donde f(x) $0, ¢como calcularemos €l areaentre el gje OX, lacurvay las abcisas x
=g x=b?

b b b
Denotaremos po f dx = f = f
Sor T dx =, 100 =,
a

al area que andamos buscando.

Definimosunaparticion deunintervalo[a b] como unasucesi6n de puntos, no necesariamente alamismadistanciaunos de otros,
pero se puede tomar en ese sentido para simplificar los célculos,
P={%,%X,% X, .. X} donde
Xo= A< X< X%<..<X,=b

Decimos que una particion P es masfinaque unaparticion P si P d P
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SUMAS SUPERIORESE INFERIORES

Sea f unafuncion continuay positiva en [, ], llamaremos M, y m alosvalores maximo y minimo que tomalafuncidn en ese
interval o, la existencia de esos val ores esta garantizada por que toda funcién continuaal canza su maximo y minimo en un intervalo cerrado.
m # f(xi) # M,

Paracalcular el dreaprocedermeos del siguiente modo

Definimos una sucesi6n de particiones P,,P,, P;, ..P,, tales que la distancia entre dos de sus puntos consecutivostiendaaO. x - X, —>0

Sellama sumasuperior delafunciénf asociadaalaparticion P, y sedesignapor S(f, P) al siguiente nimero real:
S(F,P) = (%) My + 06%) Mo+ o + (X, %) M

Sellama sumainferior delafuncionf asociadaalaparticiéon P, y se designapor I(f, P) al siguiente nimero real:
1(F.P) = (%4-X0) My + (%) My + e+ (X, -X,) M,

Evidentemente I(f,P) # S(f,P)
INTEGRAL DE RIEMANN DE UNA FUNCION

Partiendo de la desigualdad anterior podemos seguir el razonamiento dentro de una particion P del intervalo [a, b]

Tomaremos un puntoG; en cadasubintervalo[ x_;, x.], entoncesm # f(c,) # M, ademas sabemos que x; - x_;---> 010 que hace que m ---> M;
Por lo tanto:

I(f,P) # f(G) (% - X.0) # S({.P)

1

hl:

por lo que el &rea buscada esta comprendidaentre I(f,P) y S(f,P)

I(f,P) # Area # S(f,P) (1)
A continuacién obtendremos el término general de la sucesion:

5= , 7(G) (% - %)

y dado que (X - ;1) --->0 esevidente que

lim 1fP= Iim P
n6 4 n6 4

Por la desigual dad obtenida en (1) sabemos que

lim 1GP# Iim S,# Iim S(fP) porlotanto
né 4 n64 n64

lim S,= f(x)d
n6 4 !

aeste limite sele dio el nombre de:

integral de Riemann o simplemente INTEGRAL DEFINIDA
delafuncion f enenel intervalo[a, b].

En suverdaderaextensionlaintegral de Riemann sedefine no sélo parafunciones continuassino parafunciones donde no se puede asegurar
laexistenciadel maximo o del minimo; se trabaja entonces con laideadel supremo o del infimo de unafuncion.
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I nter pretacion geométrica delaintegral definida

Laintegral definidadef(x) entrex=a, y x=b, siendof(x) $ 0, Ux 0 [a b] esel &rea
encerradaentre lafuncion f(x), y lasrectas x =a, x=b,y € gje OX.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

a
1- mf(x)dx " 0 cualquieraqueseaf.

a

b
2- Sif(x)>0UxO[a,b] entonces mf(x)dx >0.

a

b
Si f(x) <0 entodo el intervalo [a,b] entonces n f(x)dx <0

a

3- Si f es continuaen[ab] y a<c<bentonces
[ b b
mf(x)dx + mf(x)d)< = mf(x)d)<
b b b
4.- mf(x)dx + mg(x)d>< = mf(x)%g(x)dx
b b ;
5.- rJ\]kf(x)dx = krgf(x)dx u k
a b
6.- rl?f(x)dx=’m mf(x)d>
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL
Enunciado:
Sea f(x) unafuncién continuaen [a, b] entonces la funcion F(x) = n f(t)dt

a

esderivabley severificaque F (x) = f(x)

Demostracion:

Queremos calcular F (x) = ||m F(x+h) - F(X)

h® 0 h

x+h X x+h
N\

FocHh)-Fg=qy F(t) ot~ ¢ () dt=¢) (D) ot
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En el intervalo [X, x+h] tomamos |os valores méximo y minimo de f(x), que los alcanza por ser continua en el cerrado, alos que denotaremos
por My m.

X
\’

Entoncesm -h# () +hf(t) dt # M - h, delo que deducimos que

x+h

A f(t) dt
m# & # M perosi —>0

x+h
e g f
losvaloresdemy M tienden ajuntarseporloque X~ —>f(x)
- 8 f(1) dit
pedonde F o =]jm - FO) _ [jm @ "UE ¢
he 0 h h® 0 h

que es el resultado buscado.

REGLA DE BAROW

Enunciado:

Seaf(x) unafuncion continuaen [a, bl y G(x) = ¢ f(X) dX unaprimitivadef(x)

entonces se verifica que (‘f f(X) dx =G(b) - G(a)

Demostracion:

En virtud del teoremafundamental del célculo sabemos que F(x) = d) f(t) dt esunaprimitivadef(x), ( porque F (x) =f(x) )
S G(x) esotraprimitivadef (x) entonces F(x) = G(x) + K

Si sustituimos x por aentonces F(a) = G(a) + K pero F(a) = (‘5 f(t) dt =0 por lotantoG(a) + K =0

Sustituyendo ahorax= b tenemos que F(b) = = G(b) + K = G (b) - G(a) y tambien

F(b) = Qt: f(x) dx por lo tanto deducimos que Qk: f(X) dx = G(b) - G(a)

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Enunciado:

Sea f(x) unafuncién continuaen [a, b]; entonces existe ¢ 0 (a,b) tal que Qbf(x) dx =f(c)-(b-2a)

Demostracion:
Sean M y m los valores maximo y minimo, respectivamente, que toma la funcién en €l intervalo [a, b]. Teniendo en cuenta la
interpretaci 6n geométricadelaintegral definidacomo el &readel recinto limitado por lacurva, € e OX, y lasabcisas x =ay x = b, severifica:

mb-ad # f(x) dx# M(b-a

Qf(x) dx# "

odeotraforma m#

b- a
Como f es una funcién continua en un cerrado [a, b] toma todos los valores entre my M por o que deducimos que existe ¢ 0 (a,b) tal
b
Qf(x) dx b
queb— =1f(c) por lotanto Qf(x) dx = f(c)(b-a)
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