ESPACIOS VECTORIALES

Un conjunto V junto con dos operaciones.+ y «decimosque ( V , + , - ) es un espacio
vectorial sobre R si verifica las siguientesrpropiedades:

La suma es una operacion interna: 0 u,vOV u+vO0 V
(elementos de V al sumarlos entre si dan como resultado elementos de V).

+ es asociativa : (u+v)+w = u+(v+w) Gu,v,wOV
6 e elto. neutro de la suma: etu=u+e Gguov
6 (-u) elto. opuestode u: (Fu)+ u=u +(-u) =¢ Uguov
+ es conmutativa: utv=v+u guyvov

El producto es una operaciénexterna 0 €0 Ry G u OV é-u0V
( elementos de V multiplicados por escalares 'dan-como resultados-elementos de V)

1) 04é,u0RYy U u 0N (é+p)-u = é-u+p-u
2) 0é0 R Y GQu,ve=0V €-(u+v)="é u+eée v
3) 0é,p0R yuau,0V - (H-u)=(é-pn)u
4) GuOV,10R u-l1=1-u=u

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de R se llaman escalares.

Subespacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial. Un subconjunto U de V , no vacio , decimos que es un subespacio
vectorial de V cuando es espacio vectorial con las operaciones definidas en V. Entre los subespacios
de V estén los dos llamados triviales, el formado solo por el & ,{ & }y el propio V. A los otros les
llamaremos subespacios propios o simplemente subespacios de V .

La condicion necesaria y suficiente para que un subconjunto U de V sea un subespacio
vectorial es que se verifique:
1)a u pvoU—u+v 0 Uy 2)/0 @0-R,n0 uO0~Yyr—¢€.uoU

Combinaciones lineales

Decimos que v 0 V es una combinacion lineal de u,, u, u; U, nvectores de un espacio vectorial
real V si v se puede expresar de la forma:

v= 8 -u+t & u, + & -uy +..+ & u, con 6,6 & -6 OR

Vectores linealmente independientes.

Un conjunto de vectores {u;, u,, Uus ..., U,} de un espacio vectorial V decimos que son linealmente
independientes si:
Ué u+é - u,+é -uz+..+t& .  u, = Oseverificaque é =¢,=6,= ... =8 =0

Vectores linealmente dependientes

Un conjunto de vectores {u,, U,, U ..., U,} de un espacio vectorial V decimos que son linealmente
dependientessi 0 &, & & --- & O no todos iguales a cero tal que :
€ Ut & Uyt €y Ugh b€t =00

Sistema de generadores

Decimos que {u;, u,, UuUj .., U,} esun sistemade generadores de V si:
GvOvV 0 6,6, & ---¢& OR talque v =& -u+é& - U, +& Uz+t..+& U,
Base

Un conjunto de vectores de V, B={u;, U,, Us ..., U, } decimos que es una base de V si es un conjunto
de generadores de V y linealmente independientes.
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Dimensién
Dimension de un espacio vectorial V es el nimero-de vectores que hay en la base.

Propiedades y teoremas

1 El elemento neutro de un espacio vectorial es Unico. (Si hubiera dos, coincidirian)

3 Cada vector tiene un Unico opuesto. (Si tuviera dos, coincidirian)

5 El elemento neutro del espacio vectorial es también el neutro de todos sus subespacios. Por lo
tanto dos subespacios cualesquiera nunca tienen como interseccion el conjunto vacio.

7 Si S"={u;, Uy Uz .., U } es un subconjunto no vacio de S = {u;, Uy U 3, ..., U, Formado por
vectores linealmente independientes entonces u;, U,, U g ..., U son también vectores
linealmente independientes, siendo r # n

> Si {uy, u,, Us, ..., U, } esun conjunto de vectores linealmente dependientes entonces

{u;, u,, U, ..., u,}también lo es., siendo r # n
N Los vectores de S = {u,, uU,, us, ...,u,} son linealmente dependientes si y s6lo si al menos uno de

ellos se puede expresar como combinacion lineal de los demas.

S El vector cero, €, es.siempre linealmente dependiente.

H SeasS ={u,u,, us; ..,U }un conjunto cualquiera de vectores de V; el conjunto formado por
todas sus combinaciones lineales es un subespacio vectorial de V. Lo designaremos subespacio
generado por Sy lo denotaremos como <S>0 por <uj, Uy Ug, .., U,>

Una base esta siempre formada por el mayor nimero posible de vectores linealmente
independientes y por el menor nimero de generadores necesarios para generar V.

9 La dimensién de un espacio vectorial coincide con el nimero maximo de vectores |. independientes
que podemos encontrar en un espacio vectorial y por el minimo nimero de vectores
generadores necesario para generar V.

G Si U es un subespacio vectorial de V y la dim U = r, entonces todo conjunto de r vectores I.
independientes de U es una base de U.

J Si U es un subespacio vectorial de V y la dim U = r, entonces todo conjunto de r vectores
generadores de U es una base de U

X Teorema de la base. Sea V un espacio vectorial y sean B ={ u,, U,, U 5, ..., U, }V¥

B* ={ v, V5, V.g,. ..., V, } dOS bases de V; entonces r= n

Rango de un conjunto de vectores

Sea S ={u;, u,, U, .., U,}llamamos rango de S al nimero méximo de vectores l. independientes que
podemos encontrar en S. ( Coincide con la dimension del subespacio generado por S). SiW =<S>
entonces rg (S) = dim W.
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