Coordenadas de un punto en el espacio

SeaU ={ O, u;, W, U} entonces:
a) S A esun punto arbitrario del E3, sellamavector de poscion de punto A d vector 'OA . Detd formaque

S (X,y,2) son las coordenadas del punto A, entonces a " xu; % yu, % zu, , €Sdecir que las coordenadas del

punto coinciden con las de su vector de posicidn respecto ala base correspondiente.

b) S A(X, Vi, 2) Y B(%, Y, 2,) SOn dos puntos arbitrariosde &5 y a y b son sus respectivos vectores de

posicion respecto de la base correspondiente; entonces AB "D & en consecuencia
AB " (% &%) Uy % (Y, &Y, ) U, %.(2, &2z ) Us...ES decir, las.coordenadas del vector "/AB° respecto ala

base B = {uy,W,,Us} son las coord. cartesianas del punto B menos las coordenadas cartesianas del punto A

Larectaen el espacio afin

Sea P un punto dd espacio ainy  un vector libre no nulo. La
recta que pasa por Py tiene ladireccion dd vector + sedefine
PV como € conjunto de todos los puntos X del espacio tales que
1 PX ~ev conél E

Cdcular las ecuaciones paramétricas, continua e implicita o
cartesanas de larecta

El plano en'el“espacio afin

P]@X Sea P un punto del espacio afin y dos vectores libres ++ + vy linemente
v independientes, por 1o tanto son no nulos y no son proporciondes. El plano
determinado por Py por losvectores «+ + + esé conjunto de puntos X del

epacio afin para los que exigen nimeros redes s y t tdes que
PX "su %tv.

Posicionesrelativas

Dosplanos. 8 Ax+By+Cz+D =0
0 A'X+ By + Cz+D'=0

] A B~C D A“B C
M M
A B C D’ A B C

S rang(M) =1yrang(M") =1 los planos coinciden ( son € mismo).
S rang(M) =2y rang(M") =2 los planos se cortan en unarecta.
S rang(M)=1yrang(M") =2 los planos son paralelos no coincidentes.
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Dado que tenemos tres incognitas y slo dos ecuaciones € rang(M”) siempre serdmenor por |o que nunca
Se cortaran en un solo punto.

Tresplanos & Ax+By+Cz+D =0
d: Ax+By+Cz+D'=0
all: AIIX+ Blly+ CIIZ+ DII - O

A B C A B C D
M "fFA B C M "fF A B C D’
AT BT C” A B C” D”

rang(M)=1y rang(M") = 1 losplanos coinciden ( son & mismo).
rang(M)=2 y rang(M") = 2 los planos se cortan en unarecta.

rang (M) =3 y rang (M") =" 3 "los planos se cortan en un punto.
rang(M)=1y rang(M") =2 los planos son para €l os no coincidentes:
rang (M) = 2y rang(M") = 3 los planos pueden adoptar dos posiciones

(RO )]

AX%By®wCz%D "0
Un planoy unarecta & Ax+By+Cz+D =0 r:
A" x%B " y%C” z%D" "0

A B C A B C D
M *FA B C M”"§A B C D’
A7 BT C” A” B” C” D~

S rang(M) =1y rang (M’
S rang(M)=2 vy rang (M’
S rang (M) = 3 y~rang (M’
S rang(M)=2 vy rang (M’

1 nunca puede darse este caso.

2 d planocontieneala recta S.C.1..

3 /e plano ylarecta se cortan enunpunte.. S. C: D.
3 larectaespaddad. plano.’'S. I.

~
1

N N N
Il

SC.D sl

3 /427
/ s,

Panoy recta Dos Dos rectas
I ectas

{ Ax%By%Cz%D" * 0

i ) ) i A x%B y%C'z%D” "0
A'xX%B ywC z% D" "l r:
AT X% B " y%C”  z%D T 0

A B

A B C C D

A" B C AN B C D’
M M~ . . . B
A7 BT C” A B Cc D
A B G A" B” C” D
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rang(M)=2 y rang(M") = 2 lasdosrectascoinciden. S.C.I..
rang(M)=3 y rang(M") = 3 lasdosrectas se cortanenun punto. S. C. D.
rang(M)=2 y rang(M") = 3 lasdos rectasson parddas S. 1.
rang(M)=3 y rang(M") = 4 lasdosrectas se cruzan. S..

N0

Haz de planos:
Dada unarectar, se define d haz de planos de aristar a conjunto de los planos que contienen alarecta.
Sesude expresar delasiguienteforma é6+6 =0

Dados dos vectores de R® llamaremos producto escalar uv = (ab,c) (ef,g) =ae+bf +cg
Definimos médulo de un vector como Ju| = yu_-u

También e verificaque uv = |u| V| cosa sendoa d aguloagudo queformanuy v
Definimos dos vectores ortogonalesuyvs u-v=0
Un vector esunitarioonormd s |u| =1
Unabase de vectores se dice que esortonormal s estaformada por vectores ortogonaesy unitarios. Utilizaremos
la notacion para una base ortonormal de R® {i,j,k} o también {uy,u,Us}
Para conseguir un vector unitario bastadividirlo por su médulo ( se dividira cada una de sus componentes).
Se define d producto vectorial de dosvectoresu=(a b,c)yv=(e f,g) a vector
gk
uxv=(af-eb,ce-ag,af-eb)que coincide con & desarrollo del determinante

El médulo dd producto vectorid es:

luxvi=]u]|-|v] sena.

El médulo del producto. vectorid coincide con la superficie del paralelogramo
cuyos lados son los dosvectoresS=Db-h=1v|-h

Como sena " %. entoncesh = |u| sen & LI/
u

v
porlotanto S=|u||v|-sena=|ux V|
Figural

Se define € producto mixto de tres vectores u, v, w d escalar

resultantede (ux v ) -w que coincide con € resultado de I
a b c ,"‘
e f g| dendod vectorw=(m,n,p). W /

m n pkl f
| A uxv h £
El vaor absoluto ddl producto mixto de u.v.w coincide con € . /

volumen dd prismaque élosforman. V =S.-.h sendo
S=|uxv]y h=|w]-cosé

porlotantoV =|uxv|-|w|cosd=( uxv) - -w

Dado d plano 8: A x + By + C z + D = 0O llamaremos vector
director del plano a vector (A,B,C ). Comprobar que es un Axx By+ Cz+ D=0

vector normad a plano. Podremostomar (A,B,C)=uxv ”lﬁ?f'ag?éﬁ 3
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u-v

Angulo dedos vectores cosa - T
uj|v

u-v

Angulodedosrectas cosa * sendo uy v los vectores directores de elas

[ullv]
Angulo dedosplanos cosa " IUIIIVI dendo uy v los vectores directores de los dos planos
uf|v
Angulo derectay plano  sena - IuI.IVI sendo u € vector director de larectay
uj|v

v d vector director del plano.
Dos planos son perpendiculares cuando sus vectores directores  son ortogonales.
Unarectay un plano son perpendicul ares Si-sus vectores son ortogonal es.

llustracion 4

Definimos distancia entre dos puntos como:

d(A,B) "|b&a| " (b&a)”%(b,&a,)" % (b;&a;)” sendoay blosvectoresasociados alos puntos

AyB.

Distanciadeun puntoauna rectaeslamenor delasdistanciasdel punto atodoslospuntosdelarecta. Coincide
con ladisgtancia en perpendicular desde € punto alarecta

[luxv|

Delaférmulade lasuperficie de un pardeogramo podemos despgar hsendo h = , dado que ladtura

del parddogramo esladistanciadd vértice ad base, tenemos que la distancia de un punto a unarecta viene dada

pord( P, r)= % donde A es un punto_cuaquiera de larecta P el punto dado.y v d vector director de la
V
recta. ver ilustracion 1

Digtancia entre un punto P a un plano esladistancia més corta desde & punto Pacuaquieradelospuntosdel
plano. (Coincide con la distancia a la proyeccion ortogond desde € punto P a plano ). d (P, d) = h

=W (UXV) W (yerilugracion 2)
S |[uxv]|

S d plano viene dado en su forma cartesana entonces ladistanciadd punto P (ab,c) d plano
|A-a%B-b%C-c%D]|
VA2%B2%C?

Ax+By+Cz+ D=0sx4d d(P,d) "

Digtancia de unarecta a un plano, eslamenor de las distancias desde cuaquier punto de la recta a cuaquier
punto del plano. S larecta cortad plano entonces ladistancia es cero, S larectaes parddad plano su disancia
coincide con la de cudquierade sus puntas d plano.

Distancia entre dos planos, por € mismo razonamiento, es cero S ho sonpardelos, en caso de serlo secalcula
la distancia de un punto cuaquierade un plano d otro plano.

Distanica entrerectas paralelas, coincide con ladistancia de un punto cualquierade unade dlasalaotra
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Volumen dd prisma: Como ya vimos coincide con € vaor absoluto del producto mixto de tres vectores, que
formarian sus aristas.

Volumen dd tetraedro: Es la sexta parte del producto mixto de tres vectores que formarian sus aristas
concurrentes en un punto.
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